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(1) 각변환

sin     sin     cos   cos        tan     tan

sin     sin     cos    cos        tan    tan

sin    sin     cos    cos        tan     tan

sin

   cos     cos


    sin        tan


    cot

sin

   cos     cos


   sin        tan


   cot

sin

    cos     cos


   sin        tan


    cot

sin

    cos     cos


    sin      tan


   cot

(2) 덧셈정리

sin ±  sincos±cossin

cos±  coscos∓ sinsin

tan± ∓tantan

tan± tan
  ∓ tantan≠ 

(3) 배각공식

sin  sincos

cos  cos sin  cos    sin

tan 
tan

tan
   tan≠

sin  sin sin

cos  cos cos

tan 
tan

tan tan
   tan≠

(4) 반각공식

sin




 cos

cos




cos

tan


cos

 cos
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(5) 곱을 합 또는 차로 고치는 공식

sincos  


sin    sin   

cossin  


sin    sin   

coscos  


cos   cos 

sinsin   


cos   cos  

(6) 합 또는 차를 곱으로 고치는 공식

sin  sin  sin


cos



sin  sin  cos


sin



cos  cos  cos


cos



cos  cos   sin


sin



(7) 삼각함수의 합성

sin  cos     sin        cos  

  tan 
 ,   tan 

   

 

(8) 삼각함수 항등식

sin  cos  

tan    sec

cot    csc

(9) 부정적분과 미분

① 
   

② 

    
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(10) 삼각함수 위상자(Phasor)

축의 양의 방향을 sin축, 축의 양의 방향을 cos축으로 설정하여 삼각함수의 위상을 벡

터로 표현한다. 각이 더해질 경우 위상자는 길이는 유지된 채 반시계방향으로 회전한다.

위상자가 표현하는 삼각함수의 계수는 그 위상자의 길이로 표현된다. 서로 다른 두 위상

자를 벡터합하면 이는 각 위상자가 표현하는 삼각함수의 합성과 같다. 가령, 위 사진에서 

sin  cos  sin   이고   

이다. sin 위상자를 시계방향으로 


 만큼 회

전시키면 sin  
 이며, 이는  cos축이므로 sin  

    cos이다. sin을 csc로, 

cos을 sec로 바꾸면 csc와 sec에 대한 각변환이 가능하나 덧셈정리와 합성은 성립하지 

않는다. 즉, csc  sec  csc  는 성립하지 않는다.

tan와  cot의 경우 위와 같이 평면의 제 사분면만을 이용하여 도시할 수 있다. 이 

경우 주기가 이므로 시계방향으로 회전하는 경우 돌아간 각도를 

가 아닌 


로 본다.
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(11) 삼각함수 위상자의 활용

삼각함수 위상자를 사용하면 (1), (2), (5), (6), (7)의 공식들은 모두 증명 가능하다. 이에 대

한 예시로 (2)와 (5)의 첫 번째 공식의 증명을 제시해 놓는다.

그림과 같은 단위원에서 sin  는 sin축에서 길이 인 위상자가 각도 만큼 회전한 

것이다. 따라서 위상자의 종점에서 sin축, cos축에 각각 수선의 발을 내리면 원점을 시점

으로 하고 두 수선의 발을 종점으로 하는 두 위상자의 길이는 각각 cos , sin이다. 즉 

처음의 sin    위상자(빨간색)를 sin축 성분과 cos축 성분의 두 위상자(파란색)로 분

해할 수 있고 이들의 길이는 각각 cos , sin이므로, sin     cossin  sincos

가 성립한다.

그림과 같이 기준각이 인 위상 평면에서 sin  , sin 는 길이가 인 sin축 
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위상자가 각각  ,  만큼 회전한 것이다. 따라서 이들을 합성한 보라색 위상자는 sin

축으로 길이가 cos인 위상자이므로 sin    sin    sincos이고 증명이 

완료되었다. 이와 비슷한 방법으로 (1), (2), (5), (6), (7)의 공식들을 모두 증명할 수 있다.

(12) 부정적분의 기본 성질

①    ∈
②     ±     ± (복부호동순)

(13) 치환적분법

①   일 때,  ′  

②      일 때,    


    

③ 


  


ln   

④ 
 ′

  ln  

(14) 바이어슈트라스 치환 (Weierstrass Substitution)

바이어슈트라스 치환은 삼각함수의 유리 적분을 유리식의 적분으로 바꿔주는 치환법이다.

tan


 

sin 



,  cos 

 

,  tan 
 


(15) 오일러 치환 (Euler’s Substitution)
오일러 치환은 유리 이변수 함수 에 대하여 다음과 같은 부정적분을 계산하기 위한 치

환법이다.

     

[1] 제 종 오일러 치환

  일 때, 다음과 같이 치환한다.

     ±  ,   
± 

 

와 같이 치환한다.
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[2] 제 종 오일러 치환

  일 때, 다음과 같이 치환한다.

     ± ,   


±  

[3] 제 종 오일러 치환

방정식      이 두 실근  , 를 가질 때, 다음과 같이 치환한다.

         ,   


 

(16) 부정적분 공식 (∈)
     

      ∈
   


      ≠∈

 

  ln  

     

   ln


     ≠

 ln   ln    

 sin   cos  

 cos  sin  

 tan  lnsec  

 csc  lncsc  cot  

 sec  lnsec  tan  

 cot  lnsin  

 sec  tan  

 csc   cot  

 sec tan  sec  

 csccot   csc  
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  


   


ln

    

  ±


  ln ±   

(17) 헤비사이드 법 (부분분수 분해)




   ⋯   


 
  












 ⋯ 


일 때


 

 라 하면  

 
가 성립한다.  ≤  ≤ 

(18) 부분적분법

 ′    ′ 

(19) 삼각함수의 거듭제곱의 부정적분 공식 (Reduction Formula)

∈ ,
sin  

sin   cos


 sin  

cos 

cos  sin


 cos  

tan 

tan  
tan  

(20) 정적분 테크닉

① 적분 구간을 이용한 치환 ( ↦   )






  




     




  

   의 정적분이 쉽게 계산되는 경우






  






  


임을 이용하여 정적분을 계산할 수 있다.

② 대칭 치환 ( ↦  )


 



  


 

    
 



 
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이는 ①에서    인 특수한 경우이지만, 마찬가지로 자주 등장한다.


 



  
 





  


※ 고등학교 미적분 수준을 벗어나는 문제는 없습니다. 모든 문제는 고등학교 미적분 교과 

내용만을 이용하여 해결할 수 있습니다.

※ 모든 문제는 정확한 수치를 구할 수 있습니다.

[1 ~ 50] 다음 정적분의 값을 구하시오.

 
 



cos

   


 






cos

sin


 





sin

 sin


 






sincos

sin


 







sin cos

cos


 






sincos

sin


 
 




 




 
 








 

cos


 





  

 





 






sin

 




      

 





 

ln  


 




 
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 








 
 




   

   


 





  
 



 




 ln

 






sincos 




 
 








  



 











 




seccos

 tan


 
 







sin ln  

 




  

 


 






sin cos
tan



 






cos

tancos 


 





  




 







  




 






sin⋅sin

 





    

  


 





    

 


 
 







sec tan
sec



 






ln cos
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 


 


  




 










 







cos




 








   



 






sin    cos ln  sin

 




   

 




    

 







sin

sin


 




ln

 






cos cos

 






tan




 






sin






  
 



 


   ln   



ln    


 





ln ln 

    ln


 








sin

cos


 




ln   cos 

 




ln  cos 

 




 


,   

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[해설]

   
 



cos

   

  
 



cos

   
   

∴  
 



cos

   
   ■

   cos,    sin








cos

sin
   







cos

cos sin
   










  








 

   ln  



   ln 


  ln

    ln
  ■

   





sin

 sin
  






sin

 sin
 ( ↦  )

  




sin
sin


sin

 sin   





sin

sin
  






cos

sin


 


 


  


 (  cos,    sin)

 







ln

  
 

 


ln

∴  

ln ■

   






sincos

sin
 , 


   







 






sincos

sin


 






sin cos

cos sin
   lnsin cos  





 

∴  


 ■
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   







sin cos

cos
  








sin cos

sin
 ( ↦ 


 )

  






sin cos
cos


sin cos

sin   

∴  


 ■

 






sincos

sin
  








sin


 cos


 

sin

 

 ( ↦ 


 )

 








cos

cos sin
  








 tan  


 lncos  





 


 


ln ■

   
 




 


  

 




  


  

 




  

⋅
 ( ↦  )

  
 



  



 

⋅   
 



    

 

∴ 
 




 


    ■

   
 








  

cos
  

 








  

cos
  

 








 

⋅cos
 ( ↦  )

  
 







  
cos


 

⋅cos   
 







cos  

∴  
 








 

cos
    ■

   





  

 



  






 

  



  






   



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 





   

 
 ( ↦  )

 






   



   

      ■

   






sin  






sin  ⋅sin

  cos⋅sin    











 sin   cos⋅ cos

  






sin  cos   






sin   sin

      

      ,  

 
   (≥ )

한편   






  


,    







sin  이므로

 

 
    

  
    ⋯











⋯ 

  ⋯ 
⋅   

 ⋯ 

  ⋯ 
⋅    

∴ 

 
⋅

 


  

 (  ),   


 (Wallis’ Formula)

∴






sin   ⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅
⋅


 


 ■

   




        




         ( ↦  )
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 




         

∴  




         ■

   tan,   sec, 



 

  





  

ln  
  







ln  tan  






ln tan

  ( ↦ 


 )

 






lntan
 tan   







lntan
   







 ln ln  tan 

  






 ln  tan ln ln  tan   






ln  


ln

∴  





 

ln  
  


ln  ■

   라 하면     ,      이므로  
 



   


이고 구하

는 정적분은 점 

 을 중심으로 하고 반지름의 길이가 


인 반원의 넓이이다.

∴




    


 ■  (삼각치환을 통해 구할 수도 있다.)

    ,   



 ,   sin ,   cos








  






⋅  






 

 






sincos⋅cos  








sin  








 cos









 


sin











 


 


 ■
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    ,   


 




   

   
  

 




  

 
  

 




  

 
 ( ↦  )


 




 

  
  


 



 
 


  

       



 

 




   







  









 


 ■

    ,   







  
  

  








 

  










 









ln

 





 


 

  
 ■

 sol 1) 




 ln 







   ln
















 ln

 






 ln  

 






   ln










×

 ln

 ⋯ 


 ■

풀이의 엄밀성을 위해 음이 아닌 정수 에 대하여 




 ln     


임을 보이자.   일 때 




  


  


이므로 주어진 명제가 성

립하고, 음이 아닌 정수 에 대하여 




 ln    


이 성립한다고 

가정하자. 이때 




 ln   







   ln 











 




 ln

  

 
×    


     

 
이다. 따라서 수학적 귀납법에 

의해 모든 음이 아닌 정수 에 대하여 




 ln     


이 성립한다.
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sol 2)   , 




  


이므로 식의 양변을 로 번 미분하면



 





  






 

  




 ln     


, ∈∪이다.

∴




 ln 


 ■

 sol 1)   tan ,   sec    








sin cos 


  












 



×
 


  

















ln 









 


ln ■

sol 2) 






sin cos 


  








sincos cos




 








sincoscos


  








sin cos
cos sin

cos

sin 









lnsin cos  lncos











 


ln ■

   



,    





 








  

  












 



  










   



 


  



 














 ■

   sin,   cos   
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









  








sin  


××× ⋯ ×

×× ⋯ ×
× 



(∵, 






sin 

 
⋅

 


  

 (  ))

  ×
 ×

×× ⋯ 


 ×
 ×






 C ■

   




seccos

 tan
  






cos

sin
  






cos

 sin
 ( ↦  )

 





cos

sin
    







cos

sin


  






 



  


 ■ (cos  tan , sin   sec    cos)

 
 







sin ln    
 







sin ln     ( ↦  )

 
 







sin ln
    







sin



ln     ln

 

 


 







sin  


 cos 

 







 


 







cos  sin 
 







  ■

 




  

 
  





  

     
  





 

 





ln   


ln 









 


ln ■

 sin cos  sin cos  sincossin cos   sincos

  


sin 

cos
이므로
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






sin cos
tan

  







coscos

sin


 










 (  cos,    sin)

 






sin


 (  


tan ,   


sec 

 
 , tan  






)

 






csccot

csccsc cot
  







csccot

csc cot′
    lncsc cot  





 



lnsin

 cos 




 ln
  ■

 






cos

tancos 
  







tan ×
cos

cos 
  







tan sec

 






tan 






⋅tan sec  






tan 






⋅sec′

 tan  











sec  sec  











sec

  tan sec  




  




 ■

    ,   







  


  






  


  

 





  


  

 







 

 

 

 


ln

 


 


ln

  
×
  

    ln
    ■
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   
 ,    

  









  


  







    


  








  



  

  

 







  




 

 









 

   
 


ln

  




 


ln


  

×

  






 


ln


    ■

 






sin⋅sin  






sin  ⋅sin

 






sin⋅cos⋅sin 






cos⋅sin

 sin⋅


sin 








cos⋅sin 






cos⋅sin









sin⋅sin











 


 ■

    


 ,    

 







   

  
  








 



 

  
  









 



 

 


 











    





 


  ■

 





    

 
  





 
 

  






 


 

 





 


ln


ln  


ln 









 


ln 


ln  


ln

  ■
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 sol 1)   sec tan,   secsec tan


 







sec tan
sec

  


 







sectan
secsec tan secsec tan



 


 







sec tan
secsec tan

  


 







sec tan
secsec tan



 


 







sec tan
secsec tan

  


 







sec tan
secsec tan



 


 

 

   


 

 

  



    


 





 

 

 


  ■

sol 2)   tan ,   sec,    ,   
  

 ,   
 

 


 







sec tan
sec

  





 


  


 

 

    





    


 



 

 

 


  ■

   






ln cos  






ln sin ( ↦ 


 )

 








ln sin cos  








ln

sin  








ln sin  


ln

 






ln sin  


ln (   ,   )

 








ln sin  


ln  


  


ln ,  


   


ln

∴  






ln cos   


ln ■
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 


 


  


  




 

   
    

 

   
     

 




 

 
  


  

   



ln  


ln  

  

 





 

 


ln

   


 ■

    ,   




  








  







 

× 


  









 













 


   






  

 















 


 ■

 







cos


  







sec⋅
tan 


 









lntan

tan 








ln     


ln   ■

 








   

  









 




 

 











  ′   ′




    







 









    ■

 






sin    cos ln  sin

고등학교 과정으로 위와 같은 적분을 일반적으로 계산하는 것은 어렵다. sin 항이 문

제이므로 적분의 결과에 sin가 있을 것이라 예상할 수 있고,   sin라 하면 

ln  sin ln , 
′

 cos ln 

sin
이므로 ′   cos ln 

sin 이고 이는 문제

의 피적분함수와 같다.



- 22 -

∴






sin    cos ln  sin  sin  




 


  ■

    의 역함수는    이므로    이라 하면






     




 




   

 




 




 ′ ( ↦ )

 




   ′     
    


  ■

    이라 하면        이고         이므로






      




       

 




 




    (   ,   )

 




 
   

   

 ′  




 




 ′ (  ,    ′)

 




    ′    
     ■

 







sin

sin
  








sin 

sin

 

  







sin

cos
  ( ↦ 


 )

 









sin

sin cos
  









sincos

sin cos
  









sin cos

sin cos′


 


 







 (  sin cos ,   sin cos′)

 








  







cos

cos
 (  sin,   cos)
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 






cos
   







 

sec

   


 tan

 









 


  ■

 sol 1)    ln ,     ,     






ln  


∞

      ■

sol 2)   




 ln  ⋅ ln  







⋅ ln  ⋅

 


   lim
→

 ⋅ ln   




 ln      

(∵    lim
→ 

 ⋅ ln   lim
 → ∞




  by l’Hospital’s rule)

           ⋯   ⋯ ⋅  

∴




ln     ■

 ∈∪,   






coscos

  






cos cos  cos sin  sin 

 






cos   cos  






cossin  sin

    



sin  ⋅

 
cos  


















cos  cos  

   

  






  


,   







cos 







  


sin











 


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  






coscos  ⋅
 

  

∴  






coscos  



 ■

 sol 1)   






tan


   ln sin  












ln sin  






ln sin

 






ln cos ( ↦ 


 )

  








ln sin cos   








ln

sin   








ln sin  


ln

  






ln sin  


ln (  ,   )

  








ln sin  


ln  


  


ln,  


  


ln

∴  






tan


  


ln ■

sol 2) 파인만 테크닉 :    






tan

tan  tan





   










tan

tan  tan
  








tan




 


∞

   


 (  tan ,   sec)


  

 


∞





 
    

  tan   tan   
∞




   

ln    ,       에서    


ln 
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∴






tan


     


ln ■

    




sin     






sin cos sin⋅ sin

 






sin cos sinsin (  cos,    sin)

   




sin     






sin sin coscos

 






sin cos sincos (  sin,   cos)

   








sin sin cossin cos

 


 



sin (  sin cos,   cos sin)

 


 



 cos  

 


 


sin





 



 


 


sin

∴






sin






     
   


 


 ■

 


 


   ln   



ln    
  





   ln
  ln

  


 


 

 ln 



  ln



 





 

 ln 



 ln ′

 (tan  
 ln

, sec  
 ln ′)

 





tan


⋅sec  





 (tan 
  


,   tan  

 )
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   
 




tan 

 ln 
 

 tan  
  ■

   ln ,  ′ 
ln

 


 







ln ln 

    ln
  





 

    


 




 
 

 

  
 

 

 





  ′


 ′


 

 





 ′  ′  ′


 

 




 ′ 
  ′      ln   



 ln  lnln   

   ln   ln   ■

 sol 1) cos 
tan

 tan
,    tan ,    tansec










sin

cos
  









tan

tan
  










tan


⋅
tansec

 
  










   




 













 
  








ln 

    


ln 
  








 


ln     


ln  ■

sol 2)  cos

cos
,  cos

 sincos  cos⋅cos

sin


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cos 
 sincos  cos sin

 cos 
sin












sin

cos
  








∞


sin

cos
  








∞


cos  cos  sin

cos
⋅
cos  cos  sin

cos


 







∞


cos  cos

cos
⋅
cos  cos

cos
  








∞

    




 







∞

  



  

  







ln

    


ln  
   

∞

  


ln     


ln    


ln     


ln   ■

    




ln   cos   




ln  cos  ( ↦  )이므로

     이다. 또한

       




ln    cos   cos  

 




ln      cos   




ln       cos 

 




ln   cos    






ln   cos   ( ↦ 


)

 


    






ln   cos  

 


    






ln   cos   ( ↦  )

   

이고,      이므로    

  이 성립한다. 이때  ≤   이면 이를 번 

반복하여    


 



을 얻고, 을 무한대로 보내면 우변은 으로 수렴하므로
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   이다. (   

  에서    ,    )

  인 경우   

 이므로  

   이고

   




ln   cos   




ln



 


cos


 

 




ln 




ln 

cos


   





ln   
   ln이다.

한편      이므로 최종적으로  는 다음과 같다.

    ≤ 
ln  

∴




ln   cos      ln  ■

※  일 때 리만적분의 정의를 이용하여    을 유도할 수도 있다.

  은 복소 범위에서 개의 근 




 cos
    sin

 
(∈ ,  ≤ ≤  )를 가진다.  ≤  ≤  에 대하여 번째 근은

  cos
    sin

 ,  번째 근은

    cos
     sin

    cos
    sin

 이므로

      cos
 ,     이고  ,   를 두 근으로 가지는 이차방정

식은   cos
   이다. 또한   ,   일 때는    ,   이므

로   은 다음과 같이 인수분해할 수 있다.

        cos
   cos

  ⋯   cos
  

   
  

  

  cos
  

이때   를 대입하면 ≠이므로 
  

  

  cos
  

  

  
이다.

한편 리만적분의 정의에 의해
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   




ln   cos   lim
→∞




  

  

ln  cos
  

 lim
→∞








ln   


ln

  

  

  cos
 






 lim
→∞








ln   


ln

    이다. ■

   

 






  

  
이라 하면

ln  cos   ln     ln  
 cos  

 ln     ln  
 cos


  

 

 ln     ln   
cos 


    

 ln     ln   
cos 


    

 ln     ln   
cos 


       

 

 ln     ln cos 

한편   이면     이므로 

 에서     ,     이고 번

에 의해 




ln  cos   이다.

∴




ln  cos   





ln     ln cos 





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 




ln      ln    ■

 황금비  


는 이차방정식      의 한 근이다. 한편 분모에 

  이 있으므로 이를 만들기 위해     을 미분해보면




      

   
  

  
이다. 따라서






 


  




 
   

  




   


 
 

 




′              ′        

     




 ■

※ 위 결과와 이상적분의 정의를 이용하면 


∞

 


  이 성립함을 쉽게 보일 

수 있으며, 황금비가 관여하는 아름다운 적분의 대표적인 예시이다.




∞

 


        
∞
 lim

 →∞
      

 lim
 →∞
   


  ■ (∵    )


