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Ⅰ. 수의 분할

   자연수 에 대하여 다음 두 조건을 만족하는     ⋯  를 의 분할(Partition)이
라고 한다.

(i)  ≥  ≥ ⋯ ≥  ≥  (∈)
(ii)      ⋯ 

       ⋯  가 의 분할일 때, 각 를 분할 의 부분(Part)이라 한다. 또, 의 모
든 분할의 개수를 , 개의 부분을 가진 의 분할의 수를  로 나타낸다. 즉,

 
  



 

   이다.

   가 특정 값을 가질 때 우리는  의 값을 쉽게 구할 수 있고, 그 외의 에 대해서는 
분할수의 점화식을 이용하여  를 계산할 수 있다.

   ①   일 때, 의 분할은   으로 유일하므로    이다.

   ②   일 때, 의 분할은      
 ⋯ 



로 유일하므로    이다.

   ③   일 때, 이 짝수이면           ⋯  


 

 의 
 가지,

      이 홀수이면           ⋯ 

 


 의 
  가지가

      있으므로    





 


이다. (단, 는 가우스 함수 또는 바닥 함수)

   ④    일 때, 의 분할은      
   ⋯  

  

로 유일하므로     이다.
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   ⑤  
  



라 하자. 이때   인 가 존재하는 경우와 그렇지 않은 경우로 나누어

      생각하면,   인 가 존재하는 경우    
≠ ∈  

이므로 이때의 경우의 수는 

   이다. (단,   ∈  ≤ ) 또한 그러한 가 존재하지 않는 경우 

모든 에 대하여 ′   로 정의하면   
  



′이고 ′≥ 이므로 분할의 조

건이 만족되어 경우의 수는   가 된다. 이 두 가지 경우는 동시에 일어날 수 
없으므로, 합의 법칙을 적용하면 다음을 얻는다.

         

      위 점화식을 연속해서 적용하거나 비슷한 조합적 논리를 사용하면 다음을 얻을 수 있
다.

  
  



  

   예제 1) 서로 다른 개의 부분을 갖는 
  의 분할의 수는 개의 부분을 갖는 

 의 분할의 수와 같음을 보여라.

   pf) 
  



  

   (    ⋯   ≥ ) 이라 하자. 이때   ′, 
      ′, ⋯ ,   ′  , 즉  ≤  ≤ 에 대하여 ′    라 
놓으면 ′≥ ′≥ ⋯ ≥ ′≥ 이고


  



′  

 


  



   

  


 
  

      이다. 이는 개의 부분을 갖는  의 분할과 일대일대응되므로 증명이 완료된다. ■

   예제 2) 모든 자연수 에 대하여, 부분이 모두 다른 의 분할의 수와 부분이 모두 홀수인 
의 분할의 수가 같음을 보여라. (Leonhard Euler, 1748)

   pf) 부분이 모두 홀수인 의 분할에서 같은 홀수 끼리는 곱하기로 묶으면,

 
  



 ⋯⋯ 
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       와 같이 쓸 수 있다. (∈) 이때 같은 홀수끼리 묶었으므로 ≠ 이면 ≠이다. 

이제 홀수들의 계수 의 진법 표현을 고려하자.     와 같이 를 의 거
듭제곱의 합으로 바꾸어,

  
  



 ⋅ ( ∈ )

       과 같이 쓰자. 이를 다시 에 대입하여 전개하면

 
  



 
  

 


⋅

  



 ⋅





       이 된다. 이때 각 항  ⋅를 생각하면, 의 지수 가 같다면 홀수 가 다르고, 
는 홀수이므로 의 지수에 영향을 주지 않으므로 각 부분은 모두 다르다는 것을 알 
수 있다. 즉 한쪽 방향으로의 대응이 성립하고, 이와 비슷한 방법으로 각 부분을 의 
거듭제곱과 나머지 부분으로 소인수분해하여 분배하는 과정으로 역방향의 대응도 성립
함을 보일 수 있다. 따라서 일대일대응 관계가 성립한다. ■

Ⅱ. 페러 다이어그램(Ferrers Diagram)

       ⋯  를 의 분할이라 하자. 이때 번째 행에 개의 칸, 혹은 개의 공을 
그린 그림을 분할 의 페러 다이어그램(Ferrers Diagram)이라 한다. 예를 들어, 
     의 페러 다이어그램은 아래 그림과 같다.

   분할 의 페러 다이어그램에서 번째 열에 있는 칸의 수(공의 수)를 라 하면, 
′  

 
 ⋯도 의 분할이 되고, 이러한 방법으로 얻어진 분할 ′을 의 공액분할

(Conjugate Partition)이라 한다.

   또한, 페러 다이어그램의 주대각선은 페러 다이어그램의 좌측 상단을 원점으로 설정했을 
때 직선   의 그래프와 같고, 임의의 분할 의 페러 다이어그램을 주대각선에 대칭시
킨 페러 다이어그램에 해당하는 분할 ′은 의 공액분할이 된다.

   위 예시에 대한 공액분할은        이다.
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   어떤 분할과 그 공액분할의 페러 다이어그램을 각각 생각해보면 아주 중요한 성질을 얻을 
수 있다.

   (i)의 경우 각 부분이  이하인 것은 (ii)와 동일하나, 이 경우 ‘부분 ’이 반드시 존재해
야 한다는 점에서 차이가 있다. 또한 (i)을 연쇄적으로 적용하면 (ii)가 성립함을 알 수 있
다.

   위에서 언급한 예시      로 생각해보자. 이 분할은 부분의 개수가 개인 분할
이므로 그 페러 다이어그램은 개의 행으로 이루어져 있고, 따라서 이를 세로로 읽은 공액
분할은 그 부분의 최댓값이 이다. 또한 이 분할의 부분의 최댓값은 이므로 그 공액분할
은 모두 개의 부분으로 구성되어 있다.

   이를 조금만 엄밀히 기술하면 간단히 증명이 가능하므로, 본문에서는 위 예시로 받아들이
고 넘어가도록 하겠다. 엄밀한 증명이나 정의에 대해 더 읽어보고 싶은 독자들은 참고문헌 
[4]의 논문을 참고하길 바란다.

   예제 3) 방정식       의 음이 아닌 정수해의 개수를 구하여라.

   pf) 이 문제는 일반적으로 N.G.D. Theorem을 이용하여 풀어야 하겠지만, 앞서 설명한 페
러 다이어그램과 수의 분할을 이용하면 간단하게 계산할 수 있다.

          를 이 개, 가 개, 이 개 있다고 보자. 그러면 이는 
Claim에 의해 각 부분이  이하인 의 분할이 된다. (  일 수 있으므로   이하
이다.) 이는 부분의 개수가 개 이하인 의 분할의 수와 같으므로 답은

       round
  





 




     

      이다. (는 가우스 함수 또는 바닥 함수, round는 반올림 함수이고, 자연수 에 

대하여    round
 임이 알려져 있다.) ■

< Claim >

(i) 부분의 개수가 정확히 개인 의 분할의 수는 부분의 최댓값이 인 의 분할의 수
와 같다.

(ii) 부분의 개수가 개 이하인 의 분할의 수는 각 부분이  이하인 의 분할의 수와 
같다.
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   예제 4) 방정식       ⋯ 에서    을 만족하는 음이 아닌 정수
해의 개수를 구하여라.

   pf)    으로 고정된 상태이므로, 를 좌변으로 넘겨  를 생각한다. 이때 

의 범위는  ≤  ≤






 


이고,    에 대하여 

  

 

  가 성립하므로 각 

에 대하여 정수해의 개수는

      ⋯     
  

 

 

      이다. 따라서 전체 정수해의 개수는


  







 





  

  

  

      가 된다. ■

   예제 5) 의 분할 중에서 각 부분이  이하이며 개의 부분을 갖는 분할의 수는 각 부
분이   이하이며 개의 부분을 갖는 의 분할의 수와 같음을 보여라.

   pf) 분할    
  



 ( ≥  ≥  ≥ ⋯ ≥  ≥ )을 생각하자. 이때 양변에 을 

더한 후 양변에서 을 빼면

′           ⋯    

      이다. 이제  ≤  ≤ 에 대하여 ′   로 치환하면   
  



′이고, 모든 에 

대하여  ≤ ′≤ 이다. 가 부분으로써 포함되어 있으므로 ′의 공액분할 ″은 개
의 부분을 갖고, 분할 ′은 부분의 개수가 개 이하이므로 ″의 각 부분은   이하이
다. 즉  → ′→ ″의 일대일대응 관계가 성립하므로 증명이 완료되었다. ■
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