
≤ ≤  ≤ ≤  ≤≤ ≤ ≤ 인 네 정수    에 대하여 함수

 
가 다음 조건을 만족한다.

방정식  의 서로 다른 실근의 개수는  이상이며 서로 다른 모든 실근의 곱은 자연수이다.

서로 다른 순서쌍    의 개수를 구하시오.



 
  에서 방정식  의 모든 실근만을 원소로 갖는

집합은 의 제곱근과 의 제곱근 모두를 원소로 갖는 집합과 동일하다.

실수 의 제곱근을 대할 때 행동강령은 의 홀짝성을 고려한 이후, 이 짝수일 때 의 부호에

따라 실수 의 제곱근의 개수가 달라짐을 관찰하는 것이었다. 이 문제 역시 동일하게 접근하자.

이 홀수일 때 의 부호에 관계없이 의 제곱근은 오직 하나로 존재하며, 의 부호와 의

제곱근의 부호는 동일하다. 이 짝수일 때 의 제곱근의 개수는 가 양수일 때 , 가 일 때 

, 가 음수일 때 이다. 특히 가 양수일 때 모든 의 제곱근의 곱은 


로 음수이다.

이때 의 제곱근이면서 의 제곱근인 실수가 존재한다면, 오직 하나만 세어야 하므로 조심하자.

의 제곱근중 실수인 것을 모두 곱한 것을 , 의 제곱근중 실수인 것을 모두 곱한 것을 라 

하자. 이때 문제를 풀기 위해 세 가지 보조정리를 세워 케이스를 분류할 수 있다.



 의 제곱근이면서 의 제곱근인 실수는 존재하지 않는다.

 와 는 둘 다 정수이거나 둘 다 무리수이다.

 와 는 둘 다 양수이거나 둘 다 음수이다.

우선 위의 세 가지 보조정리는 귀류법을 통해서 증명할 수 있는데, 부터 관찰하자.

의 제곱근과 의 제곱근인 실수가 존재하며 방정식  의 서로 다른 모든 실근의 곱이

양수일 때가 존재하는지 고려해보자. 과 이 모두 홀수일 때 의 제곱근과 의 제곱근은

모두 하나씩 존재하므로 의 제곱근과 의 제곱근이 동일할 때 방정식  의 서로 다른

실근의 개수는 이므로 모순이다. 이 짝수이고 가 음수일 때 의 제곱근과 의 제곱근인



실수가 존재할 수 없다. 즉 이 짝수라면 는 반드시 양수이다. 이때 모든 의 제곱근의 곱은

음수이므로 의 제곱근이면서 의 제곱근이 아닌 수는 반드시 음수로 존재해야한다.

의 제곱근이 두 음수가 될 수 없으므로 의 제곱근이면서 의 제곱근인 수는 양수여야

한다. 즉, 는 음수이고 은 짝수이다. 이때 모든 의 제곱근과 모든 의 제곱근은 동일하게

되므로 방정식  의 서로 다른 모든 실근의 곱이 양수가 될 수 없어 모순이다.

이 짝수이고 가 양수일 때 위의 경우와 동일하므로 위의 방정식이 중근을 갖는 경우는 없다.

의 제곱근이 정수라면 의 제곱근 역시 정수이면서, 대우가 성립하므로 의 제곱근이

정수가 아니라면 의 제곱근이 정수가 아니다! (동시에 위 명제의 이와 역 또한 성립한다.)

와 은 앞서 자연수 전체의 집합이 양수 전체의 집합과 정수 전체의 집합의 교집합이었음을 

통해 떠올릴 수 있다. 의 경우 귀류법에 의하여 하나는 이 아닌 정수, 하나는 무리수인 경우 

그 곱은 반드시 무리수가 되기 때문에, 의 경우 귀류법에 의하여 하나는 양수, 하나는 음수인 

경우 그 곱은 반드시 음수가 되기 때문에 주어진 조건을 만족할 수 없다.

이제 의 값에 따라 를 관찰하자. (아래의 경우들은 의 값에 따른 의 경우와 동일하다.)

의 값이~

인 경우 : 의 값에 관계없이 모든 의 값은 정수이며, 의 값에 따라 부호변화가 존재한다.

인 경우 : 의 값에 관계없이 모든 의 값은 음인 정수이다.

인 경우 : 가 세제곱수   라면 의 값은 정수이며, 의 값에 따라 부호변화가

존재한다. 가 세제곱수가 아니라면 의 값은 정수가 아니다.

인 경우 : 가 제곱수  라면 모든 의 값은 음인 정수이며, 가 제곱수가 아니라면 의 

값은 정수가 아니다.



① 와 가 둘 다 자연수일 때,

  일 때 가능한 의 개수는    ⋯ 에서 이다.   일 때 는 음의 정수이다.

  일 때 가능한 의 개수는   에서 이다.   일 때 는 음수이다.

위의 경우들에서 가능한 순서쌍  의 개수는 이다.

이때 보조정리  의 제곱근이면서 의 제곱근인 실수는 존재하지 않았음을 떠올리자.

즉, 의 값에 따른 의 경우와 동일하므로, 가능한 경우의 수는 ×이다. 이제  이고 

 인 경우가 아니지만 의 제곱근이면서 의 제곱근인 실수가 존재하는 경우를 제외하자.

  이고   이므로                    을

제외하면 ×  에서 와 가 둘 다 자연수일 때 가능한 경우의 수는 이다.

② 와 가 둘 다 음의 정수일 때,

  인 경우와   인 경우에 가능한 의 개수는   ⋯ 에서 모두 이다.

  일 때 가능한 의 개수는  에서 이다.   일 때 가능한 의 개수는

  에서 이다. 위의 경우들에서 가능한 순서쌍  의 개수는 이다.

의 값에 따른 의 경우와 동일하므로, 가능한 경우의 수는 ×이다. 이제  이고 

 인 경우가 아니지만 의 제곱근이면서 의 제곱근인 실수가 존재하는 경우를 제외하자.

의 제곱근이면서 의 제곱근인 수가 무리수인 경우에도  는 정수일 수 있음을 유의하자!

의 제곱근이면서 의 제곱근인 실수가~

인 경우 :         에서 순서쌍    은 ×개 존재한다.

인 경우 :      에서 순서쌍    은 ×개 존재한다.

인 경우 :   에서 순서쌍    은 ×개 존재한다.



인 경우 :    에서 순서쌍    은 ×개 존재한다.

인 경우 :    에서 순서쌍    은 ×개 존재한다.

   의 범위를 고려하였을 때 위의 경우가 가능한 모든 경우의 수이며, 총 개다.

즉, 와 가 둘 다 음의 정수일 때 가능한 경우의 수는 이다.

③ 와 가 둘 다 무리수일 때,

   또는   인 경우 가 무리수일 수 있었음을 떠올리자.   이고 인 경우 (혹은

  이고 인 경우) 와 의 곱이 정수일 수 없으므로  인 경우만 고려하자.

  이고 인 경우,     일 때 혹은     일 때 가능하며,     일 때

혹은     일 때 가능하다. (이때 개수는 이다.)

  이고 인 경우,   일 때 혹은   일 때 가능하다.

(이때 개수는 이다.) 즉, 와 가 둘 다 무리수일 때 가능한 경우의 수는 이다.

따라서 가능한 모든 순서쌍    의 개수는   이다.

풀이의 전개 방향을 자연수 전체의 집합이 양수 전체의 집합과 정수 전체의 집합의 교집합이었음을

통해 각각의 경우에 귀류법을 이용하여 케이스를 세분화시켰음을 통해 잡았음을 기억하자.

또한 일반적으로 실수 의 제곱근의 문제를 풀 때 행동강령이 의 부호와 의 홀짝성에 따라

나뉘었음을 통해 와 의 부호에 집중하면서 개의 경우로 분류하여 풀이를 접근할 수 있다.

 이 홀수이고 가 음수이며 이 홀수이고 가 음수일 때,

 이 홀수이고 가 음수이며 이 짝수이고 가 양수일 때,

이 짝수이고 가 양수이며 이 홀수이고 가 음수일 때 위와 동일한 경우의 수를 가진다. 



 이 홀수이고 가 양수이며 이 홀수이고 가 양수일 때,

 이 짝수이고 가 양수이며 이 짝수이고 가 양수일 때,

이러한 분류기준을 통해 풀이를 전개한 학생들 역시 많을 것으로 예상할 수 있다. 그러한 학생들은

느꼈겠지만 풀이의 길이가 상당히 차이가 날 것이며, 어째서 위의 풀이를 전개하였는지 의문점을 

가질 수 있다. 우선적으로 자연수라는 특징에서 정수에 먼저 초점을 두게 되면, 가능한 경우들을

추론하는 과정에 있어 예상과 다르게 부호 때문에 가능한 순서쌍  이 제한됨을 관찰할 수

있었을 것이다. 이때, 와 의 부호에 집중하면서 풀이의 방향을 새로이 관찰할 필요성이 있다.

문제를 처음 접근할 때 있어  의 홀짝성을 관찰하는 것은 굉장히 훌륭한 태도이지만, 이러한

방향성을 고수하면서 케이스를 분류한다면 상당히 호흡이 긴 문제로써 느껴졌을 것이다.

고난이도의 소위 말하는 ‘개수세기’ 문제를 마주했을 때 학생들은 주어진 복잡한 상황을 어떻게

기준을 세워서 케이스를 분류할 것인지 고민할 수 있다. 우리가 일반적으로 비슷한 주제의

문제에서 사용했던 태도들로써 문제의 상황을 최대한 많이 관찰한 이후, 풀이를 전개하자.

가령 본 문제에서는 자연수 전체의 집합을 두 집합의 교집합으로써 관찰하여 상황을 분해하여

관찰하였으며, 동시에 의 값에 따라 가능한 의 정수 여부와 부호를 관찰한 이후 풀이를

전개하기 시작했다. 본 문제를 만들 때의 출제의도는 학생들은 풀이의 방향성을 한번 잡은

이후에는 그 방향성을 수정할 생각을 쉬이 하지 못하는 경향에 있다. 이는 정형화된 풀이가

존재하는 유형에서 치명적일 수 있는데, (가령 본 문제 역시 전형적인 실수 의 제곱근 문제의

형태이지만, 의 부호와 의 홀짝성으로만 분류를 하면 굉장히 호흡이 길어진다!) 상황에 따라

유동적으로 풀이의 첫 단추를 고쳐 맬 수 있도록 유연한 사고를 하는 연습을 하자!


